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Abstract

Dieses Beitrag zeigt, dass sich alle vier grundlegenden arithmetischen Operationen -
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division - auf eine einzige primitive Operation
zurlckfiihren lassen: die Addition unter expliziter Interpretation des Vorzeichens. Trennt
man die Operatorsemantik von der Vorzeichensemantik, wird sichtbar, dass Subtraktion,
Multiplikation und Division keine eigenstdndigen Prozesse sind, sondern abgeleitete
Formen iterierter oder negierter Addition. Dadurch werden die traditionellen
Vorzeichenregeln, die hdufig als isolierte Konventionen vermittelt werden, zu direkten
Konsequenzen der strukturellen Logik.

Zudem spiegelt dieses Reduktionsprinzip die Architektur digitaler Recheneinheiten wider,
deren arithmetischer Kern aus der Addition als elementarer Hardwareoperation besteht.
Das resultierende Rahmenwerk bietet konzeptionelle Klarheit, didaktische Vorteile und
eine strukturelle Kohdrenz zwischen mathematischer Theorie und rechnerischer
Implementierung.
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1. Einleitung

In der traditionellen Lehre erscheinen die vier Grundrechenarten als voneinander getrennte
Operationen mit jeweils eigenen Regeln und Verfahren. Historische und formale
Entwicklungen - von der Peano-Arithmetik bis zur modernen formalen Logik - deuten
jedoch auf eine tiefere strukturelle Einheit hin.

Insbesondere wird Subtraktion als eigenstdndige Operation wahrgenommen, Multiplikation
als unabhangiger Vergrofierungsprozess und Division als eigenstandiger Umkehrvorgang.
Diese Fragmentierung verdeckt die zugrunde liegende Einfachheit:

Arithmetik lasst sich vollstidndig als gerichtete Akkumulation (Addition entlang einer
Zahlengerade) verstehen, also als Addition mit expliziter Bertlicksichtigung des Vorzeichens.

Dieses Werk zeigt:

 Subtraktion ist Addition eines negativen Wertes,

e Multiplikation ist wiederholte Addition,

« Division ist wiederholte negative Addition (entspricht wiederholter Subtraktion),

» Vorzeichenregeln ergeben sich zwingend aus der sauberen Trennung zwischen Operator
und Vorzeichen.

Die Konsequenzen dieser Sichtweise sind zweifach:

(1) didaktische Vereinfachung durch Eliminierung unverbundener Regelwerke,
(2) strukturelle Ubereinstimmung mit der Architektur digitaler Recheneinheiten, die
Addition als primitives Hardwareelement verwenden.

2. Das Modell der Operator-Vorzeichen-Trennung (OSSM)

Ein wesentlicher Ursprung von Missverstdndnissen in der Arithmetik ist die Vermischung
zweier Ebenen:

(1) die Bedeutung des Operators (,was geschieht?”) und
(2) die Bedeutung des Vorzeichens (,in welcher Richtung geschieht es?).

Das Operator-Sign Separation Model (OSSM) trennt beide Ebenen ausdriicklich.
» Das Vorzeichen beschreibt ausschliefilich die Richtung:

+ bedeutet Bewegung nach rechts bzw. Erhéhung,

- bedeutet Bewegung nach links bzw. Verringerung.
* Der Operator beschreibt die Art der Anwendung:

einfache Akkumulation, wiederholte Akkumulation oder inverse Wiederholung.
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Wird diese Trennung konsequent umgesetzt, reduziert sich die gesamte Arithmetik auf eine
einzige Struktur:

gerichtete Akkumulation (Addition entlang einer Zahlengerade). Alle weiteren Operationen
ergeben sich als Varianten dieser Grundidee.

3. Subtraktion als negative Addition

Subtraktion ist der einfachste abgeleitete Fall. Formal gilt:
a-b=a+(-b)

Damit wird Subtraktion zu einem Sonderfall der Addition, ndmlich der Addition eines
negativen Wertes.

Das Zahlengeradenmodell zeigt dies unmittelbar: eine Bewegung um b Schritte nach links
entspricht der Bewegung um -b Schritte nach rechts.

Die additive Inversenbildung liefert hierfiir die formale Grundlage.
Flir jede Zahl b existiert genau ein Wert -b, fiir den gilt:

b + (-b) = 0.

Subtraktion besitzt daher keinen eigenstandigen mathematischen Status, sondern ist eine
Notationsvariante fiir a + (-b). Dies erkladrt, warum die Strukturgesetze der Addition -
Assoziativitdit und Kommutativitat - auf Subtraktionsebene nur indirekt sichtbar sind:

Die Asymmetrie entsteht rein durch die Schreibweise, nicht durch eine eigene Operation.
3.1 Geometrische Interpretation

Auf der Zahlengeraden stellt jede Addition eine Bewegung dar. Positive Werte verschieben
nach rechts, negative nach links. Subtraktion ist damit niemals ein eigener Vorgang,
sondern dieselbe Bewegung, lediglich in entgegengesetzter Richtung.

3.2 Didaktische Konsequenzen

Viele Lernschwierigkeiten entstehen, weil Addition und Subtraktion als getrennte Prozesse
eingeflihrt werden. Wird Subtraktion stattdessen als Addition in umgekehrter Richtung
vermittelt, ergibt sich ein einheitliches mentales Modell:

e es gibt nur eine Operation,
e die Richtung bestimmt allein das Vorzeichen,
« ein einziges Konsistenzprinzip steuert alle Félle.
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3.3 Rechnerarchitektonische Relevanz

Digitale Recheneinheiten fithren keine echte Subtraktion aus. Sie addieren den
Zweierkomplementwert des Subtrahenden.

Das bedeutet: Subtraktion ist hardwareseitig bereits eine Addition mit Negation.

Diese Entsprechung zwischen mathematischer Struktur und ALU-Architektur stiitzt die
Reduktion zusatzlich.

4. Multiplikation als wiederholte Addition

Multiplikation ldsst sich als iterierte Akkumulation beschreiben:
axb=a+a+..+a (b-mal)

Der Kern bleibt die Addition; der Operator legt nur fest, wie oft die Addition ausgefiihrt
wird. Damit entstehen alle Vorzeichenregeln unmittelbar aus der Richtung der Schritte und
der Anzahl der Wiederholungen.

Beispiel:
(-3) x (+4) = =12 weil viermal der Wert -3 addiert wird.

Multiplikation fiihrt also keinen neuen Operationstyp ein, sondern strukturiert die Addition
iber Wiederholung.

4.1 Geometrische Interpretation

Auf der Zahlengeraden entspricht Multiplikation einer Folge gleich grof3er Schritte.
Bei 4 x 3 etwa:

e Start bei O,
e dreimalige Verschiebung um 4 nach rechts.

[st einer der Faktoren negativ, kehrt sich die Schrittrichtung um. Die Struktur bleibt jedoch
identisch: Multiplikation ist wiederholtes Verschieben, nur mit umgekehrter Orientierung.

4.2 Erweiterung auf Null und Eins

Die additive Interpretation erklart unmittelbar zwei Grundidentitaten:

ax1=a (awird einmal addiert)

R. Stepan — Independent Researcher Mathematik - Rechnerarchitektur - Kognitive Modelle ORCID: 0009-0004-2842-2579 - 2025
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ax 0=0 (keine Iteration, keine Akkumulation)
Damit werden diese Regeln nicht auswendig gelernt, sondern folgen aus dem
Wiederholungskonzept.

4.3 Assoziativitat und Distributivitat

Da Multiplikation aus Wiederholung entsteht, ergeben sich zentrale Gesetze direkt:

¢ Assoziativitat:
(axb) xc=ax (b xc)weil beide Seiten dieselbe Anzahl von Additionen erzeugen.

e Distributivitat:
ax(b+c)=(axb)+ (axc)dasichdie gesamte Anzahl additiver Schritte in Gruppen
aufteilen lasst.

Diese Eigenschaften wirken in der herkdmmlichen Darstellung abstrakt, werden aber durch
additive Wiederholung unmittelbar einsichtig.

4.4 Erweiterung uiber natiirliche Zahlen hinaus

Briiche und reelle Zahlen passen nahtlos in dieses Rahmenwerk.
Multipliziert man beispielsweise mit 1/2, so bedeutet dies, dass die Schritte halb so grof
sind.

Irrationale Faktoren entsprechen einer unendlich feinen Schrittstruktur.
Die Grundidee der akkumulierten Schritte bleibt unverandert.

4.5 Rechnerarchitektonische Perspektive

In der Computerarchitektur wird Multiplikation intern durch:

« sequentielle Additionen,
e Shift-and-Add-Verfahren,
¢ oder Akkumulation von Teilprodukten

realisiert.
Selbst optimierte Multiplikator-Schaltungen fiihren letztlich koordinierte Additionen aus.

Multiplikation ist hardwareseitig also keine primitive Operation, sondern eine
beschleunigte Form iterierter Addition.
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4.6 Didaktische Konsequenzen

Wird Multiplikation als wiederholte Addition eingefiihrt, gewinnen Lernende ein
einheitliches mentales Modell.

Vorzeicheninteraktionen erscheinen logisch, nicht als separate Regel.

Der Ubergang zur Algebra wird erleichtert, weil Variablen nur als Schrittgréfen verstanden
werden miissen.

5. Division als wiederholte negative Addition

Division ist der Umkehrprozess der Multiplikation und lasst sich vollstindig als iterierte
negative Addition darstellen:

a + b = Anzahl der Anwendungen von (a + (-b)), bis der Wert die Null erreicht oder
liberschreitet.

Division misst damit, wie oft ein bestimmter negativer Schritt in eine Gesamtmenge
Jhineinpasst®.

Jede Reduktionseinheit ist eine Addition eines negierten Wertes. Daraus folgt, dass Division
keinen eigenstdndigen mathematischen Mechanismus benétigt - sie ist strukturell eine
Zahlung von negativen Additionsschritten.

Beispiel:

(-12) + (-3) = +4 weil viermal die Addition von +3 das Ergebnis zur Null fiihrt.

Die Division steht somit zwei Ebenen liber der Addition, bleibt aber vollstandig auf sie
zuriickfiihrbar.

5.1 Geometrische Interpretation

Auf der Zahlengeraden entspricht Division einer Folge gleich grof3er Schritte in Richtung
Null:

« Sind a und b positiv, bewegt sich der Wert schrittweise nach unten.
« Sind beide negativ, verlauft die Bewegung spiegelverkehrt, aber strukturell identisch.
» Haben die Werte unterschiedliche Vorzeichen, kehrt sich die Richtung um, das Zahlprinzip

bleibt unverandert.

Damit ist Division ein Messprozess: ,Wie viele Schritte fithren bis zur Null?“

R. Stepan — Independent Researcher Mathematik - Rechnerarchitektur - Kognitive Modelle ORCID: 0009-0004-2842-2579 - 2025
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5.2 Verbindung zur Subtraktion

Da gilt:
a-b=a+(-b),
ist die Division eine Metaoperation der Subtraktion:

 Subtraktion ist ein einzelner negativer Schritt,
« Division zdhlt, wie viele solche Schritte mdéglich sind.

Division ist damit konzeptionell keine neue Operation, sondern eine iterierte Ausfithrung
der negierten Addition.

5.3 Erweiterung auf nicht-ganzzahlige Ergebnisse

Selbst wenn die Division ein nicht-ganzzahliges Ergebnis liefert, bleibt der zugrunde
liegende Mechanismus derselbe:

7+2=35

Drei volle Schritte von -2 bringen 7 auf 1.
Ein halber Schritt bringt den Wert von 1 auf 0.

» Der ganzzahlige Anteil gibt vollstindige Schritte an.
» Der Bruchteil gibt die proportionale Grofde des letzten Schritts an.

Damit entstehen rationale Ergebnisse als natiirliche Erweiterung des Zahlprozesses.

5.4 Rechnerarchitektonische Perspektive

Digitale Prozessoren realisieren Division liber:

e wiederholte Subtraktion,

« Shift-and-Subtract-Verfahren,

» Long-Division-Algorithmen,

e oder Iterationsmethoden wie Newton-Raphson (ebenfalls auf negativen
Additionsschritten basierend).

In jedem Fall baut der Rechenprozess fundamental auf:
x=X+(-b)
Das zeigt, dass Division auch in Hardware niemals eine primitive Operation ist, sondern

durch strukturierte negative Additionen entsteht.
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5.5 Didaktische Konsequenzen

Das Verstiandnis von Division als wiederholter negativer Addition fiihrt zu:

» Wegfall isolierter Vorzeichenregeln,

e intuitivem Verstdndnis von Resten und Briichen,

e natiirlicher Verkniipfung mit Multiplikation als inverse Prozesse,

« einer konsistenten erzihlbaren Struktur: ,Wie oft passt dieser Schritt hinein?“.

Damit fligt sich Division nahtlos in den Gesamtrahmen der signierten Addition ein.

6. Universelle Vorzeichenlogik

Die traditionellen Vorzeichenregeln - etwa ,Minus mal Minus ergibt Plus“ - wirken fiir viele
Lernende wie arbitrare Konventionen. Im Rahmen des Operator-Vorzeichen-Modells
werden diese Regeln jedoch zu unvermeidlichen Konsequenzen der Richtungslogik.

Die Trennung von Operation (Akkumulation, Wiederholung, inverse Wiederholung) und
Vorzeichen (Richtung) macht sichtbar:

Vorzeicheninteraktionen sind strukturell, nicht konventionell. Das erleichtert
das Verstiandnis und ersetzt auswendig gelernte Tabellen durch nachvollziehbare
Ableitungen.

Addition:

(+a)+ (+b)=+(a+Db)
(+a) + (-b) = Richtung abhdngig von den Betragen
(-a) +(-b) =-(a+b)

Wiederholung (Multiplikation):

Wiederholte negative Schritte erzeugen ein negatives Ergebnis.
(-a) x (+b): ein negativer Schritt wird mehrfach ausgefiihrt = Ergebnis negativ.

Inverse Wiederholung (Division):

Das Entfernen negativer Schritte entspricht der Addition positiver Schritte.
(-12) + (-3) = +4,da -(-3) = +3.
Das klassische Vorzeichen-Schema fasst lediglich diese strukturellen Tatsachen zusammen.
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6.1 Die richtungsbestimmende Natur des Vorzeichens

Ein Vorzeichen verdndert nicht die Grofie einer Zahl, sondern die Richtung ihrer Bewegung
auf der Zahlengeraden.

+ a — Schritt nach rechts
- a —» Schritt nach links

Operationen geben nur an, wie oft oder auf welche Weise diese Schritte ausgefiihrt werden.

6.2 Die Logik additiver Schritte

Beim Addieren wird das Vorzeichen des Ergebnisses durch die Netto-Richtung bestimmt.
Dieses einfache Prinzip auf der Zahlengeraden erklart auch die Vorzeichenregeln fiir
Multiplikation und Division, da diese letztlich aus wiederholten Additionen bestehen.

6.3 Warum ein negatives mal ein negatives Ergebnis positiv ist
Unter dem Modell der wiederholten Addition bedeutet:
(-a) x (=b)

dass ein negativer Schritt (—a) in einer negativen Anzahl von Iterationen ausgefiihrt wird
(-b Wiederholungen).

» Das negative Vorzeichen des Schrittes kehrt die Richtung um.
» Das negative Vorzeichen des Zihlers kehrt die Sequenzorientierung ebenfalls um.

Zwei Richtungsumkehrungen ergeben wieder eine positive Orientierung.

Dies ist keine Regel zum Auswendiglernen, sondern folgt direkt aus der Struktur der
Richtungsumkehr.
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6.4 Warum ein negatives geteilt durch ein negatives Ergebnis positiv ist

Division zahlt, wie viele Schritte zum Erreichen der Null notwendig sind.
Bei:

(-12) = (-3)

wird im Kern gefragt:

,Wie viele Schritte von +3 fithren zur Null?“
Denn -(-3) = +3.
Die Bewegung erfolgt also in positiver Richtung, weshalb das Ergebnis positiv ist.

6.5 Geometrische Interpretation
Multiplikation und Division lassen sich als Bewegungsmuster auf der Zahlengeraden
interpretieren:

« Ein negatives Vorzeichen des Schritts spiegelt die Richtung,

« ein negatives Vorzeichen der Wiederholung oder des Divisors spiegelt die
Bewegungsorientierung,

» zwei Spiegelungen fiihren zur urspriinglichen Orientierung zuriick.

Diese geometrische Symmetrie erklart simtliche klassischen Vorzeichenregeln.

6.6 Algebraische Perspektive

Definiert man Negation als:

-a=(-1)xa,
dann folgen die Vorzeichenregeln aus den Eigenschaften des Zahlenkorpers.

Die additive Sichtweise zeigt, dass diese Regeln auch ohne abstrakte Algebra verstindlich
werden, allein durch Richtungs- und Wiederholungslogik.
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6.7 Didaktische Konsequenzen

Die Vorzeichenlogik wird intuitiv, wenn sie aus Richtungen und Bewegungsmustern
abgeleitet wird:

« keine Tabellen zum Auswendiglernen,

« einheitliche Erklarung fiir Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division,
 Fehlerreduktion beim algebraischen Operieren,

e klares Verstdndnis der symmetrischen Struktur.

Vorzeichenregeln werden dadurch nicht mehr als isolierte Fakten erlebt, sondern als
natiirliche Folge einer einzigen konsistenten Idee: Richtung x Wiederholung.

7. Didaktische Implikationen

Wird Arithmetik vollstdndig auf signierte Addition zuriickgefiihrt, 16st sich eine Vielzahl
traditioneller Lernschwierigkeiten auf.

Die Trennung in vier eigenstdndige Operationen entfallt; stattdessen ergibt sich ein
einheitliches Bewegungsmodell entlang einer Zahlengerade. Konzepte wie Vorzeichen,
Wiederholung, Inversion und Skalierung erscheinen nicht mehr als separates
Regelwerk, sondern als Varianten eines konsistenten Mechanismus: gerichtete
Akkumulation.

7.1 Reduzierung der kognitiven Belastung

Kognitive Belastung entsteht insbesondere dann, wenn Lernende mehrere, scheinbar
unabhingige Regelsets verarbeiten miissen.

Das additive Rahmenmodell reduziert dies drastisch:

e nur eine Operation (Addition),

« ein Konzept fiir Richtung (Vorzeichen),

« ein Konzept fiir Wiederholung (Multiplikation),

« ein Konzept fiir Umkehrung von Wiederholung (Division).

Statt vier mentaler Modelle bleibt ein einziges iibrig: Bewegungen werden wiederholt oder
zurliickgenommen.
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16 VON DER REDUKTION ARITHMETISCHER OPERATIONEN

7.2 Aufhebung des Auswendiglernens von Vorzeichenregeln

Konventionelle Lehransatze behandeln Vorzeichenregeln als isolierte Fakten.
Das additive Modell ersetzt diese durch nachvollziehbare Ableitungen.

Beispiele:

» negative Schritte wiederholt - Gesamtbewegung negativ,
 negative Anzahl von Schritten — Bewegungsrichtung kehrt sich um,
« zwei Richtungsumkehrungen — urspriingliche Orientierung.

Damit entféllt die Notwendigkeit, Tabellen auswendig zu lernen.

7.3 Vereinheitlichung von Arithmetik und Geometrie

Die Zahlengerade wird zum zentralen didaktischen Werkzeug.
Alle Operationen lassen sich als Bewegungen interpretieren:

¢ Addition = Verschiebung,

« Subtraktion — Verschiebung in entgegengesetzter Richtung,
e Multiplikation — wiederholte Verschiebung,

« Division — Zihlen, wie viele Verschiebungen notwendig sind.

Geometrie und Arithmetik werden somit nicht mehr getrennt erlernt, sondern erscheinen
als zwei Formen derselben Struktur.

7.4 Unterstiitzung des Ubergangs zur Algebra

Algebraische Konzepte werden leichter zugidnglich, wenn Arithmetik bereits auf einem
kohadrenten Modell basiert.

Im additiven Rahmen:

 Variablen werden zu Schrittgréfien,

» negative Koeffizienten sind Richtungsangaben,
« Gleichungen beschreiben Bewegungsbalancen,
 Faktorisierung zerlegt Bewegungsmuster.

Dadurch verringert sich die Hiirde beim Ubergang von konkreten Zahlen zu abstrakten
Symbolen.
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7.5 Verbindung zur informatischen Denkweise

Arithmetik, die auf signierter Addition basiert, entspricht exakt der Funktionsweise von
Rechenhardware.

Dies erleichtert den Einstieg in algorithmisches Denken:

¢ Schleifen sind Wiederholungen,
e Kontrollstrukturen verwalten Iterationen,
o Akkumulation bildet die Grundlage vieler Algorithmen.

Lernende entwickeln damit friih ein Verstandnis fiir Funktionsweisen digitaler Systeme.

7.6 Erhohte konzeptionelle Stabilitat

Ein einheitliches Modell fiihrt zu stabileren Vorstellungen:

* weniger Missverstdndnisse,

« konsistente mentale Modelle iber mehrere Zahlenbereiche hinweg,
e Sicherheit beim Umgang mit Variablen und Operationen,

» weniger Fehler bei Umformungen.

Damit bildet das additive Rahmenmodell eine robuste Grundlage fiir weiterfithrende
mathematische und informatische Inhalte.

8. Rechnerarchitektonische Perspektive

Moderne digitale Rechensysteme bestitigen die zentrale Aussage dieses Rahmenwerks:
Addition ist die einzige elementare arithmetische Operation auf Hardwareebene.

Alle weiteren Operationen werden aus Additionen, Negationen und Kontrollstrukturen
zZusammengesetzt.

Die Arithmetic Logic Unit (ALU) in Prozessoren:

e implementiert Addition als Kernfunktion,

o fiihrt Subtraktion durch Addition des Zweierkomplements aus,

« realisiert Multiplikation durch wiederholte oder parallele Additionen,

« fiihrt Division liber wiederholte negative Additionen oder Iterationsverfahren durch.

Signale, Vorzeichenbits und Iterationskontrolle bilden ergdnzende Strukturen; die Addition
ist der unverzichtbare Baustein.

R. Stepan — Independent Researcher Mathematik - Rechnerarchitektur - Kognitive Modelle ORCID: 0009-0004-2842-2579 - 2025



18 VON DER REDUKTION ARITHMETISCHER OPERATIONEN

8.1 Addierer als elementare Rechenprimitive

Jeder Prozessor verfiigt iiber Addierer (Full Adders) als Grundelemente.
Diese Bausteine sind:

e robust,

« effizient skalierbar,

e schnell,

« technologisch sparsam,
¢ leicht parallelisierbar.

Aus diesen Griinden wurde Addition historisch und technisch als fundamentale
Hardwareoperation etabliert.
Andere Operationen sind darauf aufbauende Konstrukte.

8.2 Subtraktion als Addition mit Negation

In Prozessoren gilt:
a-b =a + (Zweierkomplement von b)

Das Zweierkomplement entsteht durch Bitinversion plus 1, eine Operation, die selbst
wieder einen Addierer benotigt.

Subtraktion ist auf Hardwareebene also gar keine eigene Operation, sondern eine Addition
mit vorangestellter Negation.

Dieser Zusammenhang deckt sich exakt mit der mathematischen Interpretation der
Subtraktion als a + (-b).

8.3 Multiplikation als iterative oder parallele Addition

Prozessoren bieten zwar ,Mul“-Instruktionen an, doch deren interne Implementierung ist
stets additiv strukturiert:

e iterative Additionsschleifen bei Mikrocontrollern,

« Shift-and-Add-Verfahren,

e Teilproduktakkumulation bei modernen Multiplikatoren,
* Booth-Encoding und Wallace-Trees fiir Optimierung.

Unabhingig von der Technik entsteht das Produkt immer durch koordinierte Additionen.
Damit wird die mathematische Reduktion direkt durch die Hardware bestatigt.
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8.4 Division als wiederholte Subtraktion (negative Addition)

Auch die Division beruht in der ALU auf additiven Prinzipien.
Verwendete Verfahren sind:

» wiederholte Subtraktion,

« Shift-and-Subtract-Algorithmen,

« klassische Bindrdivision (restaurierend / nicht restaurierend),

* Naherungsverfahren wie Newton-Raphson, die liber iterative Fehlerkorrektur arbeiten.

Alle diese Verfahren basieren auf der Grundoperation:
X=X+ (-b)

Division ist damit ein kontrollierter Ablauf negativer Additionen, niemals eine primitive
Operation.

8.5 Die Rolle der Vorzeichenlogik

Zweierkomplementdarstellung macht Vorzeichenoperationen effizient:

« ein Bit bestimmt die Richtung,
¢ Inversion des Vorzeichens ist ein Bitflip,
o Addierer verarbeiten Ubertrage automatisch korrekt.

Vorzeichenlogik ist daher kein separater Mechanismus, sondern Teil des additiven Systems.
Dies spiegelt exakt das Operator-Vorzeichen-Trennungsmodell wider.

8.6 Warum Addition universell bevorzugt wird

Addition eignet sich als hardwareseitige Grundlage aus mehreren Griinden:

* Assoziativitat ermoglicht Pipelining,

« lokale Signalverarbeitung beschleunigt Ubertragungswege,

e Carry-Lookahead-Mechanismen steigern Effizienz,

» Negation ist trivial,

e Jterationen sind leicht steuerbar,

» sdmtliche Zahlensysteme der Computerarithmetik lassen sich darauf aufbauen.

Daher ist Addition nicht nur mathematisch, sondern auch technologisch das natiirliche
Fundament arithmetischer Systeme.
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8.7 Konvergenz von Theorie und Implementierung

Ein besonders liberzeugendes Argument ist die Ubereinstimmung zweier unabhingig
entstandener Bereiche:

¢ Mathematische Reduktion:
Subtraktion, Multiplikation und Division lassen sich auf signierte Addition zuriickfiihren.

e Rechnerarchitektur:
Subtraktion, Multiplikation und Division werden physikalisch als Varianten
der Addition implementiert.

Diese Konvergenz unterstreicht die Aussagekraft des gesamten Frameworks:
Signierte Addition ist die fundamentale Operation in Theorie und Praxis.

9. Das Framework der signierten Addition (SAF)

Die zuvor entwickelten Bausteine lassen sich zu einem koharenten Modell
zusammenfithren: dem Signed Addition Framework (SAF).

Es beschreibt alle arithmetischen Operationen als Spezialfille eines einzigen Mechanismus:
Addition mit Richtungsinformation, ergianzt durch Wiederholung und inverse
Wiederholung.

Kernprinzipien des SAF:

1. Addition als primitive Operation
Jede Veranderung eines Wertes ist eine Bewegung auf der Zahlengeraden.

2. Negation als Richtungsumkehr
Das Vorzeichen bestimmt ausschliefilich die Orientierung der Bewegung.

3. Iteration als Mechanismus der Wiederholung
Multiplikation besteht aus einer gesteuerten Folge identischer additiver Schritte.

4. Inverse Iteration als Schrittzihlung
Division misst, wie viele negative oder positive Schritte zur Null fiihren.

5. Trennung von Operator und Vorzeichen
Operationen definieren das ,Wie“, Vorzeichen definieren das ,Wohin®.

Das SAF eliminiert damit die kiinstliche Trennung zwischen den Grundrechenarten.
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9.1 Grundprinzipien im Detail

Addition bildet die Fundamentalschicht.

Negation verdandert nur die Richtung, nicht den Mechanismus.
[teration erzeugt Skalierungsverhalten.

Inverse Iteration erzeugt Teilungs- und Messprozesse.

Alle Operationen verbleiben in einem einheitlichen Strukturraum.

9.2 Hierarchie der Operationen

Das SAF ordnet Arithmetik in vier Ebenen:

e Ebene 1: Addition

e Ebene 2: Negation

* Ebene 3: Iteration (Multiplikation)

* Ebene 4: inverse Iteration (Division)

Jede Ebene erweitert die vorherige, ohne neue Mechanismen einzufiihren.
9.3 Algebraische Konsequenzen

Aus der additiven Reduktion ergeben sich grundlegende Gesetzmafdigkeiten unmittelbar:

* Kommutativitdt der Multiplikation folgt aus symmetrischer Wiederholung,
« Assoziativitdt aus verschachtelten Wiederholungen,

« Distributivitit aus gruppierter Schrittstruktur,

» Vorzeichenregeln aus Zusammensetzung von Richtungsumkehrungen.

9.4 Geometrische Integration

Alle Operationen entsprechen Bewegungen:

¢ Addition — einfache Verschiebung,

e Multiplikation — wiederholte Verschiebung,
e Division — Zdhlung von Verschiebungen,

* Vorzeichen — Richtungsumkehr.

Arithmetik und Geometrie verschmelzen zu einer einzigen Anschauung.
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9.5 Rechnerarchitektonische Entsprechung

Das SAF stimmt exakt mit realer Hardware iiberein:

e Addierer als Basis,

 Vorzeichenbits als Richtungsinformation,

« Schleifen fiir Wiederholung,

 Subtraktion und Division als Varianten negativer Additionen.

Dies bestétigt die Universalitat des SAF.

9.6 Konzeptionelle Vereinheitlichung

Das SAF reduziert vier Operationen auf ein einziges Prinzip.
Lernende erhalten ein einheitliches Regelwerk statt getrennter Systeme.
Dies erhéht Stabilitit, Verstindlichkeit und Ubertragbarkeit.

9.7 Breitere Implikationen

Das SAF zeigt, dass vermeintlich komplexe Systeme auf einfachen Regeln basieren.
Arithmetik dhnelt anderen strukturellen Reduktionen der Mathematik—z. B. Gruppen,
Differenzialoperatoren oder iterative Systeme.

Die Grundidee lautet: Komplexitit entsteht aus wiederholter Anwendung einer einfachen
Operation.

10. Schlussfolgerungen

Die Analyse zeigt, dass samtliche arithmetischen Operationen auf signierte Addition
zurlckfiihrbar sind. Die Trennung von Operator- und Vorzeichensemantik erzeugt ein
geschlossenes System gerichteter Akkumulation, das didaktisch klar, mathematisch
konsistent und rechnerarchitektonisch fundiert ist.

10.1 Konzeptionelle Kohadrenz

Subtraktion, Multiplikation und Division erfordern keine eigenstidndigen Definitionen; sie
entstehen aus:

¢ Negation,
e Wiederholung,
e inverser Wiederholung.

Arithmetik erscheint nicht mehr als Sammlung getrennter Regeln, sondern als ein einziger
Mechanismus.
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10.2 Auflosung traditioneller Schwierigkeiten

Vorzeichenregeln wirken nicht mehr arbitrér, sondern folgen logisch aus Richtungsumkehr.
Viele typische Missverstdndnisse in Schule und Studium verschwinden, sobald die additive
Struktur sichtbar wird.

10.3 Einheit von Geometrie und Algebra

Die Zahlengerade bildet die gemeinsame Grundlage.
Geometrische Intuition unterstiitzt algebraische Formalisierung; beide Perspektiven fallen
zusammen.

10.4 Ubereinstimmung mit digitaler Hardware

Addierer, Negation, Iterationen und Schleifen bilden die physikalische Grundlage aller
Arithmetik in Prozessoren.

Das SAF beschreibt damit nicht nur einen theoretischen Zusammenhang, sondern die reale
Funktionsweise arithmetischer Systeme.

10.5 Padagogische Bedeutung

Der Unterricht profitiert von einem einheitlichen Modell:

* weniger Auswendiglernen,

o tiefere Einsichten,

e leichterer Ubergang zur Algebra,
e klarere Symbolmanipulation.

10.6 AbschlieBende Perspektive

Arithmetik wird zu einem logisch aufgebauten System mit einer klaren zentralen Idee:
gerichtete Addition als Grundmechanismus.

Dies schafft Verstdndnis, Transparenz und eine belastbare Basis flir weiterfithrende
mathematische Strukturen.

Q.E.D.
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12 Glossar

12.1 Addition (Akkumulation)
Grundlegende arithmetische Operation, die eine gerichtete Veranderung entlang der
Zahlengeraden bewirkt. Im Framework die einzige primitive Operation.

12.2 Additive Inversion (Additive Inversenbildung)

Bestimmung der Zahl —b zu einer Zahl b, sodass b + (-b) = 0 gilt.
Grundlage der Darstellung von Subtraktion als Addition eines negierten Wertes.

12.3 ALU (Arithmetic Logic Unit)

Recheneinheit eines Prozessors, die Addition als elementare Hardwareoperation
implementiert und andere Operationen daraus ableitet.

12.4 Assoziativitat

Eigenschaft, dass die Gruppierung der Operanden das Ergebnis nicht beeinflusst
(z.B.(a+b)+c=a+ (b+0)).

12.5 Binary Long Division (Bindre Langdivision)
Digitales Divisionsverfahren auf Basis wiederholter negativer Additionen und
Vergleichsschritte.

12.6 Distributivitat

Strukturgesetz, nach dem Multiplikation liber Addition verteilt:
a(b+c)=ab+ac.

Im Framework erklart als gruppierte Wiederholung additiver Schritte.

12.7 Division (inverse Iteration)

Prozess, der zahlt, wie oft ein negativer oder positiver Additionsschritt ausgefiihrt werden
kann, bis ein Zielwert erreicht wird.

12.8 Iteration (Wiederholung)
Mehrfaches Ausfiihren eines identischen additiven Schritts; Grundlage der Multiplikation.

12.9 Inverse Iteration

Zdhlmechanismus, der bestimmt, wie viele Schritte nétig sind, um einen Zielwert - meist die
Null - zu erreichen. Mathematische Grundlage der Division.

12.10 Kommutativitat

Eigenschaft, dass die Reihenfolge der Operanden das Ergebnis nicht beeinflusst
(z.B.a+b=>b+a).
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12.11 Negation (Richtungsumkehr)

Inversion des Vorzeichens einer Zahl; beschreibt eine Bewegung in entgegengesetzter
Richtung.

12.12 Operator-Vorzeichen-Trennung (OSSM — Operator-Sign Separation

Model)

Konzeptuelle Trennung der Operation (,wie wird etwas ausgefiihrt?*) und der Richtung
(,wohin?“).

Ermdoglicht einheitliche Vorzeichenregeln ohne zusatzliche Konventionen.

12.13 Partial Product Accumulation (Teilproduktakkumulation)
Multiplikationsverfahren in Rechnern, bei dem Teilprodukte additiv kombiniert werden.

12.14 Repetition Counter (Wiederholungszahler)
Steuerelement in Hard- oder Software, das die Anzahl iterativer Additionsschritte festlegt.

12.15 Restaurierende / Nicht-restaurierende Division

Digitale Verfahren zur Division mit unterschiedlichen Strategien zur Fehlerkorrektur.
Beide beruhen auf negativen Additionen.

12.16 Richtung (Vorzeichensemantik)

Orientierung der Bewegung auf der Zahlengeraden.
Positiv = rechts, negativ = links.

12.17 SAF (Signed Addition Framework)

Gesamtsystem, das alle arithmetischen Operationen auf Addition mit Richtungsinformation
zuriickfiihrt.

12.18 Schritt (additiver Schritt)

Grundlegende Bewegungseinheit auf der Zahlengeraden; entspricht dem Wert, der addiert
wird.

12.19 Shift-and-Add-Verfahren
Multiplikationsmethode, die Bitverschiebung mit additiven Wiederholungen verbindet.

12.20 Signierte Addition
Addition, bei der das Vorzeichen die Richtung bestimmt, nicht den Typ der Operation.

12.21 Subtraktion (negative Addition)

Darstellung von a — bals a + (—b).
Keine eigenstidndige Operation im Framework.

R. Stepan — Independent Researcher Mathematik - Rechnerarchitektur - Kognitive Modelle ORCID: 0009-0004-2842-2579 - 2025



27 VON DER REDUKTION ARITHMETISCHER OPERATIONEN

12.22 Vorzeichenlogik

Regelsystem zur Ableitung des Verhaltens von Vorzeichenkombinationen.
Im Framework aus Richtungs- und Spiegelungslogik abgeleitet.
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